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Математическое моделирование технологических систем и объектов управления 

 

 

УДК 621.833.65 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СУПЕРПОЗИЦИИ ВРАЩЕНИЙ В 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ 

 

И.П. Попов 

 

Центр высоких технологий, Москва, Россия 

 

e-mail: i.popow@yandex.ru 

 
Аннотация. Установлено, что подобно тому, как результатом сложения двух равномерных прямолинейных движений является также 

равномерное прямолинейное движение, результатом сложения двух равномерных однонаправленных круговых движений является 

также равномерное круговое движение. Годографом при сложении двух равномерных противоположно направленных круговых 

движений является эллипс. При сложении двух несинхронных вращений возможны годографы в виде улитки. Практический аспект 

темы определяется тем, что во многих механизмах, таких как планетарные передачи, приводы фрез в машинах для очистки труб 

больших диаметров и т.п. реализуется суммирование вращательных движений, и форма годографа является полезной информацией 

при проектировании подобных устройств. 

Ключевые слова: координаты, вращение, вектор, годограф, эллипс, окружность, улитка. 

 

ВВЕДЕНИЕ© 

Если система отсчета 0x y    движется прямолинейно и 

равномерно со скоростью 1v  в неподвижной системе от-

счета x0y (рис. 1), и точка а движется прямолинейно и 

равномерно со скоростью 2v  в системе отсчета 0x y   , то 

в соответствии с принципом относительности Галилея 

точка а движется прямолинейно и равномерно со скоро-

стью 3v  в системе отсчета x0y, а годографом вектора А, 

соединяющего точки 0 и а, является прямая линия. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Целью работы является установить, как в подобной си-

туации обстоит дело при сложении вращательных син-

хронных движений [1, 2]. 

Практический аспект темы определяется тем, что во 

многих механизмах, таких как мультиинертный осцилля-

тор [3], планетарные передачи [4], приводы фрез в маши-
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нах для очистки труб больших диаметров [5] и т.п. реали-

зуется суммирование вращательных движений, и форма 

годографа является полезной информацией при проекти-

ровании подобных устройств. 

Пусть точка 0  вращается вокруг точки 0 в системе от-

счета x0y с постоянной угловой скоростью ω. Расстояние 

1  между точками не меняется. Координатные оси обеих 

систем отсчета всегда попарно параллельны. Точка а вра-

щается вокруг точки 0  в системе отсчета 0x y    с посто-

янной угловой скоростью −  или + . Расстояние 2  

между точками не меняется. 

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Используются общенаучные и методы аналитической 

геометрии. Использованные методы позволяют получить 

достоверное описание исследуемых объектов. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Разнонаправленные вращения 

Теорема 1. При разнонаправленных вращениях точек 

а и 0  годографом вектора А является эллипс. 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y: 

                1 1 1cos( )x t=   + , 1 1 1sin( )y t=   + .      (1) 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cos( )x t=  − + , 2 2 2sin( )y t=  − + . 

Здесь 1 , 2  – начальные углы. 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )x x x t t= + =   + + − + , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t= + =   + + − + . 

1 1 2 2 1 1 2 2cos ( cos cos ) sin ( sin sin )x t t=    +  −    −  , 

3v  

1v  

a 

A 

0  

y  

x  

y 

0 x 

Рис. 1. Сложение движений 

2v  
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( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2sin cos cos cos sin siny t t=    −  +    +  . 

Отсюда следует 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos sin sin
sin

y x
t

  +    + 
 = −

 −  −
, 

( )1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos ( sin sin )
cos

x y
t

  −    − 
 = +

 −  −
. 

2 2sin cos 1t t +  = , 

( ) ( )

( )

2 22 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2

1 2

cos cos sin siny x  +  +   + 
−

 −

 

( )( )

( )
1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2

1 2

2 cos cos sin sinxy   +    + 
− +

 −
 

( )

( )

22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2

1 2

cos cos ( sin sin )x y  −  +   − 
+ +

 −

 

( )( )

( )
1 1 2 2 1 1 2 2

2
2 2

1 2

2 cos cos sin sin
1

xy   −    − 
+ =

 −
, 

( )

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )x   + −    + 
+

 −

 

( )

( )

( )

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 cos( ) 4 sin
1

y xy  + +    +    + 
+ − =

 −  −

. 

(2) 

Это уравнение эллипса.  

Теорема доказана. 

Теорема 2. Большая и малая полуоси эллипса (2) соот-

ветственно равны 
1 2( ) +  и 

1 2 − . 

Доказательство.  

Обратным отсчетом времени можно добиться, чтобы 

1 2 =  , а поворотом координатных осей – чтобы 

1 2 0 =  = . Тогда (2) примет вид 

( )

( )

( )

( )

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2
1

x y + −    + +  
+ =

 −  −

, 

                        
( ) ( )

2 2

2 2

1 2 1 2

1
x y

+ =
 +   −

                        (3) 

(канонический вид). 

Теорема доказана. 

Следствие 1. При 
1 2 =  =   эллипс (2) вырождается в 

отрезок прямой линии длиной 4ρ. 

Следствие 2. Корни характеристического уравнения 

эллипса равны 

( )
2

1 1 2p p = + , ( )
2

1 1 2p p = − . 

Следствие 3. Эксцентриситет эллипса равен отноше-

нию среднегеометрического значения величин 
1  и 

2  к 

их среднеарифметическому значению  

1 2

1 2( ) / 2

 
 =

 + 
. 

Следствие 4. Фокусы эллипса (для канонической фор-

мулы (3)) равны 

( )1,2 1 22 ,0f =    . 

Теорема 3. Оси эллиптического годографа повернуты 

на угол 
1 2( ) 2 +  в системе отсчета x0y. 

Доказательство.  

При повороте координатных осей на угол 
1 2( ) 2 +  

выражение (3) принимает вид: 
2

1 2 1 2

2

1 2

cos sin
2 2

( )

x y
 +  + 

+ 
 

+
 +

 

2

1 2 1 2

2

1 2

sin cos
2 2

1
( )

x y
 +  + 

− + 
 

+ =
 −

, 

( )

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2
2 2

1 2

2 cos( )x   + −    + 
+

 −

 

( )

( )

( )

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 cos( ) 4 sin
1

y xy  + +    +    + 
+ − =

 −  −

, 

что совпадает с (2). 

Теорема доказана. 

На рис. 2 
1 120 =  , 

2 30 = −  , следовательно, оси эл-

липса повернуты на 45 .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Обратным ходом рассуждений доказывается 

Теорема 4. Если годографом вектора А является эл-

липс с полуосями 
1 2( ) +  и 

1 2 − , то точка а вращается 

вокруг точки 0  с постоянной угловой скоростью –ω в си-

стеме отсчета 0x y   . 

Однонаправленные вращения 

Теорема 5. При однонаправленных вращениях точек а 

и 0  годографом вектора А является окружность с цен-

тром в точке 0. 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y определяются вы-

ражением (1). 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cos( )x t=   + , 2 2 2sin( )y t=   + . 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )x x x t t= + =   + +  +A , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t= + =   + +  +A . 

2

 

1

 
1

 

2

 

Рис. 2. Эллиптический  годограф 

 x 

 y 

 0 
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Квадрат вектора А равен 
2 2 2 2 2

1 1 2 2cos( ) cos( )x y t t= + =  + +  + +A AA  

1 2 1 22 cos( )cos( )t t+    +  + +  

2 2 2

1 1 2 2sin ( ) sin( )t t+  + +  + +  

1 2 1 22 sin( )sin( )t t+    +  + =  

... 
2 2

1 2 1 2 1 22 cos( )= + +    − . 

Длина вектора А неизменна, следовательно, его годо-

графом является окружность.  

Теорема доказана. 

Следствие. Вектор А вращается с угловой скоростью 

ω в системе отсчета x0y. 

Это вытекает из того, что форма треугольника 0 0 а 

неизменна, а его сторона 0 0  вращается с угловой скоро-

стью ω. 

Обратным ходом рассуждений доказывается 

Теорема 6. Если годографом вектора А является 

окружность, то точка а вращается вокруг точки 0  с по-

стоянной угловой скоростью +  в системе отсчета 

0x y   . 

Теорема 7. Если точка а неподвижна в системе отсчета 

0x y   , то годографом вектора А является окружность ра-

диуса 1 , координаты центра которой в системе отсчета 

x0y равны 
1 2 2cosx =  , 

1 2 2siny =   . 

Доказательство.  

Координаты точки 0  в системе x0y определяются вы-

ражением (1). 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 2cosx =   , 2 2 2siny =   . 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2 1 1 2 2cos( ) cosx x x t= + =   + + A , 

1 2 1 1 2 2sin( ) siny y y t= + =   + + A , 

2 2 1 1cos cos( )x t−  =   +A , 

2 2 1 1sin sin( )y t−  =   +A , 

2 2 2

2 2 2 2 1( cos ) ( sin )x y−  + −  =A A
. 

Теорема доказана. 

Пример сложения кратных вращений. Пусть точка а 

вращается вокруг точки 0  в системе отсчета 0x y    с по-

стоянной угловой скоростью 2+   и 1 2 0 =  = . 

Координаты точки 0  в системе x0y: 

1 1 cosx t=   , 1 1 siny t=   . 

Координаты точки а в системе 0x y   : 

2 2 cos2x t=   , 2 2 sin 2y t=   . 

Координаты вектора А в системе x0y: 

1 2cos cos2x t t=   + A , 

1 2sin sin 2y t t=   + A . 

Годограф вектора А (улитка) при 1 2 =   изображен на 

рис. 3.  

Уравнение этой улитки в полярных координатах имеет 

вид: 

1

2
2 2cos

3
 =  +  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для сравнения формула улитки Паскаля, имеющей за-

метное внешнее сходство, – 

cosb a = +  . 

Условием возникновения петли улиточного годографа 

является неравенство 

1 2sin sin 2t t     , 

1 2sin 2sin cost t t      , 

1 22 cos t    . 

При 1 22    петля не возникает (рис. 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подобно тому, как результатом сложения двух равно-

мерных прямолинейных движений является также равно-

мерное прямолинейное движение, результатом сложения 

двух равномерных однонаправленных круговых движений 

является также равномерное круговое движение. 

Годографом при сложении двух равномерных проти-

воположно направленных круговых движений является 

эллипс. 

При сложении двух несинхронных вращений возмож-

ны годографы в виде улитки. 

Полученные результаты могут быть использованы при 

проектировании механизмов, реализующих сложные вра-

2 1 = 

 
1

 

 y 

 x  0 

ωt 

2ωt 

Рис. 3. Улиточный 

годограф 

 y 

 x 

1

 
2

 

 0 

ωt 

Рис. 4. Улиточный годограф без 

петли 

2ω

t 
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щательные движения. При разработке техники различного 

назначения все в большей степени используются САПР и 

цифровые технологии. В этих условиях исходные данные 

для проектирования необходимо задавать в виде матема-

тических формул [6]. Полученные соотношения такую 

возможность предоставляют.  
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MATHEMATICAL MODELING OF SUPERPOSITION OF ROTATIONS IN TECHNOLOGICAL 

PROCESSES 

 

I.P. Popov 
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Abstract. It has been established that just as the result of adding two uniform rectilinear movements is also a uniform rectilinear movement, 

the result of adding two uniform unidirectional circular motions is also a uniform circular motion. The hodograph when adding two uniform op-

positely directed circular motions is an ellipse. When adding two non-synchronous rotations, hodographs in the form of a snail are possible. The 

practical aspect of the topic is determined by the fact that in many mechanisms, such as planetary gears, cutter drives in machines for cleaning 

large-diameter pipes, etc. summation of rotational movements is realized, and the shape of the hodograph is useful information in the design of 

such devices. 

Keywords: coordinates, rotation, vector, hodograph, ellipse, circle, snail. 
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Аннотация. Проведен анализ формализованного подхода раскроя рулонных материалов в условиях производства. Предложен подход 

поиска рационального решения для расчета количества рулонов одинакового диаметра, необходимых для выполнения заказа, путем 

представления рулона как листовой материал. На основании производства биаксиально-ориентированных полипропиленовых пленок 

проведена апробация результатов исследования. Полученные результаты повышают точность вычислений при изготовлении продук-

ции (по заказу). 

Ключевые слова: оптимизация, раскрой рулонных материалов, представление рулона прямоугольным листом. 

 

ВВЕДЕНИЕ© 

В условиях производства используются изделия в виде 

полотен определенной длины, ширины и толщины, смо-

танные в рулон цилиндрической формы. Такая форма 

определяется технологией производства материала, сни-

жает издержки на его складское хранение, транспортиров-

ку, последующую реализацию и использование [1]. Одна-

ко для производства, размотки и подачи листового мате-

риала требуются значительные мощности, механизмы 

оборудования получаются внушительных габаритных 

размеров, необходимы большие производственные пло-

щади. Рулонные материалы формируются из полотен 

большой длины, которые используются: в прокатном про-

изводстве (электросварные трубы, профиль), в штампо-

вочном производстве (заготовки), в деревообрабатываю-

щей промышленности (упаковочный материал, лента), в 

строительстве (кровельный материал), в производстве 

кабельной продукции (защитный материал для брониро-

вания), в производстве синтетических пленок (полипро-

пиленовые, полиэтиленовые), в текстильной промышлен-

ности (ткани, трикотажные изделия) и др.  

В ходе производства рулонных материалов важным 

является обеспечение рационального раскроя рулона 

большой ширины (формата) на рулоны заказанного фор-

мата. При реализации заказов имеется возможность варь-

ировать диаметром изготовленной продукции в виде ру-

лона. Результат ведет к уменьшению отходов, сокраще-

нию времени изготовления [2]. Вследствие чего происхо-

дит процесс максимального коэффициента использования 

материала [3]. Эти факторы являются определяющими 

при выполнении заказа. 

 
©Денисевич Д.А., 2021 

АНАЛИЗ ФОРМАЛИЗОВАННОГО ПОДХОДА 

РАСЧЕТА КОЛИЧЕСТВА РУЛОНОВ ДЛЯ 

ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАКАЗА 

На предприятия поступают заказы x для изготовления 

определенной массы продукции, требуемой ширины 

(формата) с последующим формированием в рулоны. За-

казы считаются выполненными тогда, когда общая масса 

изготовленных рулонов достигает заказанной массы. Для 

этого требуется рассчитать количество рулонов достаточ-

ное для выполнения заказа. 

Для расчета массы одного рулона необходимо пред-

ставить его в виде кольца (рис. 1), площадь которого 

определяется как разность площадей рулона и гильзы: 
2 2( )S R r=  − . 

 
Рис. 1. Рулон материала 

 

Если представить рулон в размотанном виде, то полу-

чим листовой материал прямоугольной формы, с длиной 

L, шириной W, толщиной h, площадь которого равна 
S L W=   (рис. 2). 
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Рис. 2. Представление рулона как листовой материал 

 

Составив равенство площадей кольца и прямоугольни-

ка, приняв 2d r=   (см. рис. 1), получим:  
2 2( ) / 4,L h D d =  −   (1) 

где D – диаметр рулона, d – диаметр гильзы. 

Известно, что масса тела m равна его плотности  , 

умноженной на объем V: m V=  . Объем 

прямоугольного параллелепипеда V вычисляется как 

произведение трех его измерений, V L W h=   . Тогда в 

соответствии с (1) масса одного рулона 
2 2( ) / 4m V W L h W D d   =  =    =    −  (2) 

Полагая, что  ,  , d из выражения (2) являются по-

стоянными величинами, для упрощения расчетов в произ-

водственных условиях воспользуемся заменой части вы-

ражения на величину Q [кг/м] (линейная плотность). 
2 2( ) / 4)Q D d =   −   (3) 

Для расчета массы рулона изменяются Wi формат и Di 

диаметр рулона: i i im W Q=  . Причем диаметр D является 

дискретной величиной и определяется диапазоном значе-

ний, основанных на условиях производства.  

На основании (3) приведем таблицу значений диамет-

ров рулонов и соответствующие рассчитанные величины 

Qj (табл. 1), где 1,...,j n= .  

Таблица 1 

Значения Qj эквивалентные диаметру рулона 

Диаметр, 

 Dj, м 
D1 D2 … Di … Dn 

Величина, 

Qj, кг/м 
Q1 Q2 … Qi … Qn 

 

АПРОБАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ НА ПРЕДПРИЯТИИ ПО 

ПРОИЗВОДСТВУ БИАКСИАЛЬНО-

ОРИЕНТИРОВАННЫХ ПОЛИПРОПИЛЕНОВЫХ 

ПЛЕНОК 

Биаксиально-ориентированная полипропиленовая 

пленка (БОПП) – один из наиболее востребованных мате-

риалов, пользующийся спросом почти в любой сфере, где 

необходимо использовать гибкую упаковку. Пленка поли-

пропиленовая применяется для упаковки пищевых про-

дуктов, изделий медицинского назначения, парфюмерно-

косметических средств, изделий легкой промышленности 

и культурно-бытового назначения, табачных изделий; для 

печати; для изготовления металлизированных, много-

слойных пленок и комбинированных материалов, товаров 

народного потребления [6]. 

С развитием рынка популярность такого вида рулон-

ного материала постоянно растет, расширяется круг при-

менения, запросы потребителей диктуют свои условия, 

которые отражаются на производстве и раскрое пленки. 

Сегодня предприятия выполняют раскрой биаксиально-

ориентированных полипропиленовых пленок согласно 

заказам потребителей, изготавливаемых методом экстру-

зии на специальном оборудовании.  

Экструзия – это способ переработки полимерных ма-

териалов непрерывным продавливанием их расплава через 

формующую головку, геометрическая форма выходного 

канала которой определяет профиль получаемого изделия 

или полуфабриката [7]. В качестве исходной заготовки 

используется гильза определенного диаметра с погонной 

длиной материала до нескольких километров.  

Иногда применение рулона нецелесообразно вслед-

ствие неэкономичности раскроя материала, связанных с 

большими отходами и временем выполнения заказов [8]. 

Поэтому исследования направлены на повышение точно-

сти планирования и использования материала, которые 

заключается в рациональном составлении технического 

задания продольного раскроя материала [9].При формиро-

вании технического задания на предприятии по производ-

ству БОПП предлагается производить расчеты согласно 

(4), используя величину Qi соответствующий диаметру Dj 

рулона (cм. табл. 1).  

При апробации результатов использовались данные 

одного из предприятий по производству биаксиально-

ориентированных полипропиленовых пленок, приведен-

ные в табл. 2. 

Исходя из значений (см. табл. 2) и предложенной фор-

мулы (4), проведем анализ соответствия величин Qj на 

предприятии и полученных согласно расчету. Величины 

Qj, использующиеся на предприятии равны отношению 

массы одного рулона к его формату. Приняв значение 

плотности   БОПП равной 0,9 кг/м3 и число 

 =3,1415926535, вычислим значения величин Qj соглас-

но формуле (3). Результаты значений приведем в табл. 3. 

. 

Таблица 2 

Масса одного рулона согласно диаметру и формату на предприятии по производству БОПП, кг 

Диаметр 

D, м 

Формат W, м 

0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1 

0,25 0,3 0,32 0,35 0,4 0,45 0,5 0,53 0,55 0,58 0,6 38 

0,3 29,25 32,175 35,1 38,025 40,95 43,875 46,8 49,725 52,65 55,575 58,5 

0,32 33,25 36,575 39,9 43,225 46,55 49,875 53,2 56,525 59,85 63,175 66,5 

0,35 40,5 44,55 48,6 52,65 56,7 60,75 64,8 68,85 72,9 76,95 81 

0,4 53,75 59,125 64,5 69,875 75,25 80,625 86 91,375 96,75 102,125 107,5 

0,45 68,5 75,35 82,2 89,05 95,9 102,75 109,6 116,45 123,3 130,15 137 

0,5 85,5 94,05 102,6 111,15 119,7 128,25 136,8 145,35 153,9 162,45 171 

0,53 94,5 103,95 113,4 122,85 132,3 141,75 151,2 160,65 170,1 179,55 189 

0,55 103,5 113,85 124,2 134,55 144,9 155,25 165,6 175,95 186,3 196,65 207 

0,58 115 126,5 138 149,5 161 172,5 184 195,5 207 218,5 230 

0,6 124,25 136,675 149,1 161,525 173,95 186,375 198,8 211,225 223,65 236,075 248,5 
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Таблица 3 

Величины Q в производстве БОПП 

Диаметр, Di, м 0,25 0,3 0,32 0,35 0,4 0,45 0,5 0,53 0,55 0,58 0,6 

Величина, 
p

iQ , кг/м 

на предприятии 
0,038 0,0585 0,0665 0,081 0,1075 0,137 0,171 0,189 0,207 0,23 0,2485 

Величина, 
c

iQ , кг/м 

рассчитанная 
0,0401 0,0595 0,068 0,0825 0,109 0,139 0,1726 0,1944 0,2097 0,233 0,25 

 

В соответствии с данными, приведенными в таблице 3, построим диаграмму отклонения величин ∆Q (рис. 1). 

 
 

Из рис. 1 следует, что значения величин 
c

iQ получен-

ные путем вычислений выше использующихся в произ-

водстве на 1–3% в интервале диаметра рулона от 0,3м до 

0,6м, на 5,53% при диаметре 0,25м. Предположительно 

разница значений обусловлена их округлением, использо-

ванием другой плотности БОПП и неточностью измере-

ний (погрешность оборудования).  

Вследствие (4) величина Qj прямо пропорциональна 

массе рулона, соответственно масса одного рулона, зави-

симая от диаметра Dj и формата Wi и приведенная в табл. 

2, будет увеличена на процент расхождения величины Qj, 

согласно диаграмме на рис. 1.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основании технологического процесса производ-

ства рулонных материалов проведен анализ формализо-

ванного подхода на предприятиях. Предложен подход 

оптимизации раскроя рулонных материалов с использова-

нием величины Qj и составлением таблицы эквивалентных 

значений. Проведена апробация результатов формализо-

ванного подхода на предприятии по производству биакси-

ально-ориентированных полипропиленовых пленок. По-

лученные результаты отражают расхождения величины Qj 

при нахождении количества рулонов для выполнения за-

каза с данными, использующимися на предприятии, от 1 

до 3%. В соответствии с полученными данными (см. табл. 

3) увеличивается точность вычислений количества руло-

нов. При формировании плана реализации заказов повы-

шается точность определения массы продукции при про-

изводстве до 5%. Значимость исследований заключается в 

предложении использования величин Qj при расчете ко-

личества рулонов при реализации заказа. Практическая 

ценность состоит в универсальности предложенных ре-

шений и возможности применения на предприятиях, про-

изводящих рулонные изделия.  
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Аннотация. Амплитуда ЭДС обмотки вращающей электрической машины зависит от частоты, в связи с чем может возникнуть 

интуитивное предположение, что амплитуды тока и вращающего момента для индуктивной синхронной электрической машины также 

зависят от частоты. Доказаны теоремы. Теорема 1. Амплитуда тока в индуктивной нагрузке индуктивной синхронной электрической 

машины не зависит от частоты вращения. Теорема 2. Амплитуда вращающего момента для индуктивной синхронной электрической 

машины с индуктивной нагрузкой не зависит от частоты вращения. Теорема 3. Амплитуда напряжения на емкостной нагрузке 

емкостной синхронной электрической машины не зависит от частоты вращения. Теорема 4. Амплитуда вращающего момента для 

емкостной синхронной электрической машины с емкостной нагрузкой не зависит от частоты вращения. 
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ВВЕДЕНИЕ© 

Представляет интерес поведение синхронных электри-

ческих машин при различном характере нагрузки [1]. Для 

индуктивной синхронной электрической машины это за-

висимость амплитуды тока и вращающего момента от 

нагрузки, для емкостной синхронной электрической ма-

шины – это зависимость амплитуды напряжения и вра-

щающего момента.  

Потокосцепление обмотки вращающей электрической 

машины равно 

cosm t =   . 

ЭДС обмотки определяется выражением 

sinm

d
e t

dt


= − =   . 

Амплитуда ЭДС 

m mE =   

зависит от частоты, в связи с чем может возникнуть инту-

итивное предположение, что амплитуды тока и вращаю-

щего момента для индуктивной синхронной электриче-

ской машины (амплитуды напряжения и вращающего мо-

мента для емкостной машины) также зависят от частоты. 

В действительности это происходит не всегда. Суще-

ственную роль в этом играет характер нагрузки электри-

ческой машины.  

Цель исследования – установление влияния нагрузки 

на чувствительность синхронной электрической машины 

к частоте.  

Задачи работы – получить доказательные на уровне 

теорем результаты.  

 
© Попов И.П., 2021 

Актуальность работы обусловлена широким распро-

странением синхронных электрических машин [2–4], ис-

пользуемых, в частности, в качестве генераторов [5]. 

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Используются методы математического 

моделирования и электротехнические расчеты. 

Использованные методы позволяют получить достоверное 

описание исследуемых объектов. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Ток и момент индуктивной синхронной 

электрической машины при индуктивной нагрузке  

Пусть нагрузкой фазы индуктивной синхронной элек-

трической машины является катушка индуктивности. Да-

лее суммарная индуктивность катушки и обмотки маши-

ны обозначается L. Число витков обмотки – n. Длина ак-

тивной части витка – l. Индукция магнитного поля в рабо-

чем зазоре – B. Угол поворота ротора – . Частота враще-

ния – d dt =  . Ток – i. Число полюсов – два. Диаметр 

ротора – Dr . Активные электрические и механические по-

тери не учитываются.  

Для синхронной машины с индуктивной нагрузкой 

справедлива следующая 

Теорема 1. Амплитуда тока в индуктивной нагрузке 

индуктивной синхронной электрической машины не зави-

сит от частоты вращения. 

Доказательство. При указанных допущениях справед-

ливо равенство (второй закон Кирхгофа и закон электро-

магнитной индукции применительно к вращающей ма-

шине) 

                             sin
2

rD d di
Bln L

dt dt


 = .                     (1) 
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Интегрирование этого выражения дает 

0 0cos cos
2

r
m

DBln
i I I I

L
= − + = − + . 

Начальный ток I0 можно положить равным нулю. 

Амплитуда тока 

2

r
m

DBln
I

L
=  

от частоты вращения  не зависит. Теорема доказана. 

Теорема 2. Амплитуда вращающего момента для ин-

дуктивной синхронной электрической машины с индук-

тивной нагрузкой не зависит от частоты вращения. 

Доказательство. При указанных допущениях враща-

ющий момент в соответствии с законом Ампера (приме-

нительно к вращающей машине) равен 

sin
2

rD
Blni =  =  

cos sin
2 2

r rD DBln
Bln

L
= −   =  

22( )
sin 2

8

rDBln

L
= −  . 

Амплитуда вращающего момента 
22( )

8

r
m

DBln
M

L
=  

от частоты вращения  не зависит. Теорема доказана. 

Правомерен вопрос – а как обстоит дело при другом 

характере нагрузки синхронной электрической машины? 

Ток и момент при другом характере нагрузки 

При активной нагрузке аналог уравнения (1) имеет вид 

sin
2

rD d
Bln Ri

dt


 = . 

Амплитуда тока 

2

r
m

DBln
I

R
=   

от частоты вращения  зависит (линейно). 

Вращающий момент равен 

sin
2

rD
Blni =  =  

sin sin
2 2

r rD DBln
Bln

R
=    =  

22( )
sin 2

8

rDBln

R
=   . 

Амплитуда вращающего момента 
22( )

8

r
m

DBln
M

R
=   

от частоты вращения  зависит (линейно). 

При емкостной нагрузке [6] аналог уравнения (1) име-

ет вид 

0

1
sin

2

t

rD
Bln t idt

C
  =  . 

Дифференцирование этого выражения дает 

2 cos
2

rD
i BlnC t=    

Амплитуда тока 

2

2

r
m

D
I BlnC=   

от частоты вращения  зависит (квадратично). 

Вращающий момент равен 

sin
2

rD
Blni =  =  

2 cos sin
2 2

r rD D
BlnBlnC=    =  

2
2 2( ) sin 2

8

rD
Bln C=   . 

Амплитуда вращающего момента 
2

2 2( )
8

r
m

D
M Bln C=   

от частоты вращения  зависит (квадратично). 

Зависимость мощности от характера нагрузки 

Для индуктивной нагрузки реактивная электрическая 

мощность равна 

                     
22

2 2 ( )

8

r
L

DBln
Q I X I L

L
= =  =  .              (2) 

Здесь I – действующее значение тока. 

Механическая мощность равна 

                           
22( )

8

r
M

DBln
Q M

L
=  =  .                   (3) 

Разумеется, (2) и (3) совпали. 

Мощность линейно зависит от частоты. 

Для резистивной нагрузки активная электрическая 

мощность равна 

                              
22

2 2( )

8

rDBln
P I R

R
= =  .                  (4) 

Механическая мощность равна 

                             
22

2( )

8

r
M

DBln
P M

R
=  =  .                 (5) 

Разумеется, (4) и (5) совпали. 

Мощность квадратично зависит от частоты. 

Для емкостной нагрузки реактивная электрическая 

мощность равна 

                  
2

2 2 2 31
( )

8

r
C

D
Q I X I Bln C

C
= = = 


.           (6) 

Механическая мощность равна 

                           
2

2 3( )
8

r
C

D
Q M Bln C=  =  .                (7) 

Разумеется, (6) и (7) совпали. 

Мощность кубично зависит от частоты. 

Напряжение и момент емкостной синхронной элек-

трической машины при емкостной нагрузке 

Дуальным аналогом индуктивной синхронной элек-

трической машины является емкостная синхронная элек-

трическая машина. 

В соответствии с законом магнитоэлектрической ин-

дукции (дуальный аналог закона электромагнитной ин-

дукции) ток равен 

                                     i Dbv= ,                                     (8) 

где D – электрическая индукция (электрическое смеще-

ние) в рабочем зазоре, b – ширина электрода, v – линейная 

скорость.  
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Выражение (8) можно преобразовать следующим обра-

зом 

dq dx
Db

dt dt
= , 

dq Dbdx= , 

0 0

q x

dq Db dx=  , 

q Dbx= . 

С учетом последнего уравнения сила, действующая на 

электрод, равна 

                            

u
F qE q Dbu

x
= = = .                          (9) 

Это дуальный аналог закона Ампера для электрическо-

го (магнитоэлектрического) взаимодействия. Здесь Е –

 напряженность электрического поля, u – напряжение. 

Электрический ток равен 

                                     

.
du

i C
dt

=                                   (10) 

Замечание. Формулы (8) и (9) могут быть получены из 

их электромагнитных аналогов путем простой дуально-

инверсной замены величин e i→ , B D→ , l b→ , i u→ . 

Теорема 3. Амплитуда напряжения на емкостной 

нагрузке емкостной синхронной электрической машины 

не зависит от частоты вращения. 

Доказательство. Для вращательной машины уравне-

ние для тока с учетом (8) и (10) имеет вид 

sin
2

rD d du
Db C

dt dt


 = . 

Интегрирование этого выражения дает 

            

0 0cos cos
2

r
m

DDb
u U U U

C
= − + = − + .       (11) 

Амплитуда напряжения    

                                    
2

r
m

DDb
U

C
=                              (12) 

от частоты вращения  не зависит. Теорема доказана. 

Теорема 4. Амплитуда вращающего момента для ем-

костной синхронной электрической машины с емкостной 

нагрузкой не зависит от частоты вращения. 

Доказательство. Вращающий момент в соответствии 

с (9), (11) и (12) применительно к вращающей машине ра-

вен 

sin cos sin
2 2

r r
m

D D
Dbu DbU =  = −   =  

cos sin
2 2

r rD DDb
Db

C
= −   =  

22 2

sin 2
8

rDD b

C
= −  . 

Амплитуда вращающего момента 
22 2

8

r
m

DD b
M

C
=  

от частоты вращения  не зависит. Теорема доказана. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ (ВЫВОДЫ) 

Таким образом, вопреки возможному интуитивному 

предположению, для индуктивной синхронной электриче-

ской машины с индуктивной нагрузкой амплитуды тока и 

вращающего момента от частоты вращения не зависят.  

При другом характере нагрузки – зависят.  

Для емкостной синхронной электрической машины с 

емкостной нагрузкой амплитуды напряжения и вращаю-

щего момента от частоты вращения не зависят. 

Полученные результаты рекомендуется использовать 

при проектировании электрических систем. 
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ACCOUNTING FOR AMPLITUDE-FREQUENCY FEATURES OF 

LOADING MODES OF A SYNCHRONOUS ELECTRIC MACHINE IN THE 

COMPOSITION OF AN AUTOMATED DRIVE 

 

I.P. Popov 
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e-mail: i.popow@yandex.ru 

 
Abstract. The amplitude of the EMF of the winding of a rotating electric machine depends on the frequency, in connection with which an intu-

itive assumption may arise that the amplitudes of the current and torque for an inductive synchronous electric machine also depend on frequen-

cy. Theorems are proved. Theorem 1. The amplitude of the current in an inductive load of an inductive synchronous electric machine does not 

depend on the rotational speed. Theorem 2. The amplitude of the torque for an inductive synchronous electric machine with an inductive load 

does not depend on the speed. Theorem 3. The amplitude of the voltage across a capacitive load of a capacitive synchronous electric machine 

does not depend on the speed. Theorem 4. The amplitude of the torque for a capacitive synchronous electric machine with a capacitive load does 

not depend on the rotational speed. 

Keywords: synchronous machine, inductive load, current, torque, amplitude. 
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ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ЦИФРОВЫХ АДАПТИВНЫХ СТАБИЛИЗИРУЮЩИХ 

ЛОКАЛЬНЫХ КОНТУРОВ УПРАВЛЕНИЯ В ЦЕНТРАЛИЗОВАННЫХ АСУ ТП 
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ФГБОУ ВО «Магнитогорский государственный технический университет им. Г.И. Носова», 
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a.bondareva@magtu.ru  
 

Аннотация. Предложено общее решение актуальной задачи по программному синтезу адаптивных цифровых стабилизирующих 

контуров управления технологическими параметрами в энергосберегающих централизованных АСУ ТП. Проблема программной адап-

тации микропроцессорного регулирующего контроллера (МРК) решается в диалоговом режиме путем выполнения трех функции: «гра-

дуировка», «настройка», «управление». Это позволяет программно создавать компактные, быстродействующие, объектно-ориентиро-

ванные системы локального (нижнего) уровня управления в централизованных АСУ ТП с минимальными затратами. Практическое 

использование такой автоматической адаптивной системы для энергосберегающего управления тепловым режимом нагревательной ме-

тодической печи позволило при снижении удельных затрат топлива на 2% увеличить среднюю температуру раската заготовки после 

черновой группы на 4оС при уменьшении средней энергии, затраченной при прокатке каждой 20-тонной непрерывной заготовки на 0,02 

МВт.  

Ключевые слова: адаптация, стабилизирующий контур, автоматическое управление, диалоговый режим, функции адаптации, те-

стирующее воздействие, функция Уолша. 

ВВЕДЕНИЕ© 

Современные технические средства цифрового автома-

тического управления обеспечивают возможность созда-

ния программной реализации самонастраивающихся (адап-

тивных) локальных стабилизирующих контуров управле-

ния в составе АСУ ТП промышленного производства. 

Программное обеспечение адаптивной системы ниж-

него (локального) уровня управления содержит неизменяе-

мую подпрограмму адаптации каждого контура управле-

ния технологическими параметрами автоматизируемого 

процесса и варьируемую в зависимости от конкретного 

вида технологического процесса подпрограмму исходной 

информации об объекте управления. Подпрограмма исход-

ной информации обеспечивает порядок реализации следу-

ющих операций: 

− назначение порядковых номеров и определение 

принятых технологических названий всех информацион-

ных параметров и контуров управления, используемых при 

управлении конкретным технологическим процессом; 

− назначение количества и определение конкретных 

числовых значений базовых (реперных) точек градуиро-

вочных характеристик всех используемых датчиков и за-

датчиков в каждом конкретном контуре управления;  

− определение количества и название всех технологи-

ческих зон принятых на автоматизируемом объекте управ-

ления; 

− условия расчёта сигналов рассогласования и поря-

док выдачи на пусковые устройства исполнительных 
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механизмов (ИМ) управляющих воздействий (команд) по 

каждому локальному контуру управления; 

− организацию визуализации усредненных за задан-

ный интервал времени значений основных определяющих 

параметров управляемого технологического процесса.  

Основная подпрограмма осуществляет адаптацию авто-

матической системы к технологическому объекту управле-

ния и функционирует в режиме разделения реального вре-

мени, обеспечивая выполнение следующих приоритетных 

функций – градуировка, настройка, управление. 

ОПИСАНИЕ ФУНКЦИЙ АДАПТИВНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

 

Функция «Градуировка» осуществляет адаптацию мик-

ропроцессорного регулирующего контроллера (МРК) к ин-

формационной структуре технологических параметров 

управляемого процесса путем определения градуировоч-

ных характеристик всех информационных каналов, опреде-

ляющих текущее состояние процесса в координатах «Зна-

чение параметра в физических единицах» – «Код аналого-

вого цифрового преобразователя» на всём возможном ин-

тервале управляющих воздействий. Все градуировочные 

характеристики в табличной форме в виде опорных (репер-

ных) значений записываются в память МРК при их опреде-

лении в диалоговом режиме.  

Функция «Настройка» реализует адаптацию МРК к ав-

томатизируемому технологическому процессу по каждому 

конкретному контуру управления, обеспечивая последова-

тельное выполнение следующих операций: 



 

 

“Автоматизированные технологии и производства” – №1(23), 2021 17 
 

− организации и реализации плана подачи на объект 

ступенчатых возмущений путем переключения направле-

ния тестирующих воздействий в соответствии с уникаль-

ными свойствами ортогональной функции Уолша с целью 

исключения влияния различных случайных возмущений на 

результирующую переходную характеристику (кривую 

разгона) при определении динамических параметров кон-

кретного управляемого технологического параметра; 

− программное определение динамических парамет-

ров: коэффициента передачи Коб постоянной времени То, 

времени запаздывания τз по результирующее кривой раз-

гона; 

− определение рациональных значений динамической 

настройки параметров выбранного типового закона, в пре-

делах ПИ – ПИД, по каждому контуру управления, гаран-

тирующих устойчивость при соответствующих динамиче-

ским параметрам объекта управления: коэффициенту пере-

дачи регулятора кр, времени изодрома Тиз, времени пред-

варения Тп в соответствии с принятым методом оптимиза-

ции параметров переходного процесса в контуре [4]. 

Функция "Управление" при наличии сигнала рассогла-

сования осуществляет программную реализацию следую-

щих операций: 

− формирование эффективной реализации типовых 

ПИ или ПИД законов управления в каждом контуре управ-

ления при заданных значениях постоянных скоростей ис-

полнительных механизмов и заданных значениях зон не-

чувствительности и гистерезиса в релейных характеристи-

ках в этих контурах. 

− осуществляет остановку процедуры интегрирова-

ния при достижении управляющих воздействий предельно 

возможных значений в каждом контуре управления при 

срабатывании конечных выключателей ИМ. 

Важной отличительной особенностью обеспечивающей 

эффективность адаптации МРК к объекту управления явля-

ется формирование для каждого контура управления рабо-

чей градуировочной характеристики. Суть этой програм-

мно реализуемой процедуры заключается в приведении, 

как правило, нелинейной градуировочной характеристики 

датчика технологического параметра к линейной градуиро-

вочной характеристике автоматического или ручного за-

датчика этого параметра. 

Определение рабочей характеристики для каждого кон-

тура осуществляется с использованием реперных точек 

градуировочных характеристик датчика и задачика, ис-

пользуемых при формировании контура управления. 

Промежуточные значения между опорными точками 

всех характеристик в реальных условиях функционирова-

ния рассчитываются по методу линейно-кусочной аппрок-

симации. 

Использование рабочей характеристики позволяет зна-

чительно повысить оперативность решения задачи по адап-

тации каждого конкретного контура управления [1]. 

Результаты многолетней работы по теоретическому 

обоснованию, математическому описанию, технической 

реализации и практическому использованию рассмотрен-

ного метода адаптации МРК к автоматизируемому техно-

логическому процессу подробно изложены в работе [1]. 

ОСНОВНЫЕ РЕШЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ПОВЫШЕННУЮ 

ТОЧНОСТЬ АДАПТАЦИИ 

Основным фактором, определяющим эффективность 

адаптации МРК к управляемому технологическому про-

цессу, является точность определения динамических пара-

метров в каждом контуре управления. В производственных 

условиях наличие случайных помех и неконтролируемых 

технологических возмущений, оказывающих значительное 

влияние на величины определённых динамических пара-

метров, особенно коэффициента передачи объекта управ-

ления определяет причину существенных ошибок при 

настройке контуров управления. 

Использование ортогональных функций Уолша для 

устранения влияния различных возмущений предложено 

Г.Ф. Обуховым [2, 3] ещё в конце прошлого века. 

Влияние различных возмущений можно полностью 

компенсировать путем использования плана тестирующих 

воздействий в соответствии с ортогональной функцией Уо-

лша вида 

Ψ𝑛 =  ∏ Sign sin
2kπτ

T
 , при n+1

k=1 0 ≤ τ ≤ T    (1) 

где Ψ𝑛– сигнум (знаковая) функция, определяющая 

направление входного возмущающего тестирующего воз-

действия при снятии одной кривой разгона: Т – общий ин-

тервал времени, необходимый для снятия всех кривых раз-

гона в соответствии с планом; 

m=T/Δτ – количество кривых разгона, необходимых для 

выполнения плана, заданного функцией; 

n – максимальная степень аппроксимирующего поли-

нома, которым может быть представлена траектория внеш-

него возмущающего воздействия; 

Δτ – продолжительность одного определения параметра 

по кривой разгона. 

Общее количество кривых разгона в зависимости от 

степени аппроксимирующего полинома определяется вы-

ражением 

m= 2 n+1 

Изменение переключающей функции в зависимости от 

степени компенсируемого полинома (n= 0, 1, 2, 3, n) пред-

ставлен на рис. 1.  

Функция Ψn компенсирует все возмущения, траектория 

которых может быть аппроксимированная полиномами 

степени 0 – n. Для практической реализации полезно пом-

нить следующие правила. Функция Ψn(τ) может быть полу-

чена из функции Ψn-1(τ) с использованием свойств (рис.1) 

при n – чётных свойств центральной симметрии, при n – 

нечетных свойств осевой симметрии. 

Важное значение имеет выбор величин Δτ=1,52Тэ, где 

Тэ – эквивалентная постоянная времени Тэ=То+τз. Здесь То 

и τз – соответственно постоянная времени, характеризую-

щая инерционность параметра, и время запаздывания пара-

метров в данном контуре. 

Эффективность использования функций Уолша при 

планировании идентифицирующих воздействий подтвер-

ждена применением функции на опытном стенде полно-

стью  имитирующем локальный контур управления темпе-

ратурой рабочего пространства нагревательной электриче-

ской печи. 

Используя известные параметры объекта kоб, То и τз 

программно определяются величины динамических 
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параметров настройки регулятора в соответствии с реко-

мендациями приведенными в работе [4, 5]: 

kp =
To

2∙kоб∙τз
;   Тиз = То;  Тп = 0,1 ÷ 0,15То (2) 

где kр – коэффициент передачи регулятора, Тиз – время изо-

дрома, Тп – время предварения, гарантирующие устойчи-

вую работу контура, управляющего работой объектом с са-

мовыравниванием, составляющих более 90% всех про-

мышленных контуров управления. 

 

а б в

г 

д 

Рис.1 Графическое изображение переключающей 

функции для случаев n=0, 1, 2, 3, 4 

 

Для объектов без самовыравнивания, в структуре кото-

рых есть интегрирующие элементы, определение динами-

ческих настроек регулятора осуществляется в соответ-

ствии с выражением  

𝑘𝑝 =
𝑇инт

2 ∙ 𝑘об ∙ τз

;   Тиз = 4τз;  Тп = 0,15 ÷ 0,2Тиз ,  

где Тиз – время изодрома, с. 

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО КОНТУРА 

 

В рассматриваемой адаптивной системе управления 

технологическими параметрами для повышения оператив-

ности работы МРК программный синтез цифрового ана-

лога ПИД закона управления осуществлен в соответствии 

с выражением: 

x(τ) = x(0) +  kp (ε(τ) +
1

Tиз
∫ ε(τ)dτ

τ

0
+ Tп

dε(τ)

dτ
), (3) 

где x(0), x(τ) – начальное и текущее значения положе-

ния выходного вала исполнительного механизма контура: 

ε(τ) = Yз(τ) − Y(τ) – сигнал рассогласования между задан-

ным Yз(τ) и текущим Y(τ) значениями регулируемого пара-

метра; kр, Тиз, Тп – параметры настройки регулятора (2) со-

ответственно заранее определенных значений с использо-

ванием динамических параметров объекта. 

В общем виде выражение (3) можно представить в виде: 

[xз(τ)=kp [Тп

d2ε(τ)

dτ2 +
dε(τ)

dτ
+

ε(τ)

Tиз
] dτ+xo+kp [ε0+

Тп∙ε(τ)

dτ
]       (4)  

где ε0=ε(τ=0) – определяет начальное состояния управляе-

мого параметра в момент включения МРК. 

В установившемся режиме ε0(τ) и 
dε(τ)

dτ
 равны нулю.  

Поскольку в промышленных системах автоматического 

управления используются ИМ постоянной скорости, то те-

кущее значение х(τ) с достаточной для практических целей 

точностью (±2%) можно определить соответствие с выра-

жением 

x(τ) = xo + kим ∫ S(τ)dτ
τ

0
 (5) 

где S(τ) = {−1, 0, +1} – сигнум функция, определяющая 

текущее состояние ИМ: +1 – движение на увеличение х(τ); 

0 – х(τ)=const неподвижное состояние ИМ; -1 – движение 

на уменьшение х(τ); kим – техническая скорость ИМ, ис-

пользуемого в данном контуре.  

МРК должен так управлять параметром путем измене-

ния управляющего воздействия на ИМ во всех контурах 

управления, чтобы функция ошибки δ(τ)  

δ(τ) = xз(τ) − x(τ) (6) 

была бы минимальной или практически нулевой на доста-

точно большом интервале времени. 

В случае, наиболее приемлемым для повышения опера-

тивности управления, рассматриваемой системы для фор-

мирования управляющей функции принято условие 

S(τ) = Sign(δ(τ))   (7) 

Предложенный метод реализации ПИД  или ПИ  зако-

нов управления в соответствии с (7) возможно является не 

самым лучшим, но практическая выгода от удобства его ре-

ализации в промышленных условиях очевидна и проверена 

в реальных производственных условиях [6, 7, 9]. 

Для предотвращения возможности автоколебательного 

режима работы синтезируемого контура управления пере-

ключение управляющей функции S(τ) осуществляется с 

зоной нечувствительности δ1 и гистерезисом δ2 в соответ-

ствии с условиями 

S(τ) = [

+1, при δ(τ) ≥ δ1
∗                             

0,     при |δ(τ) < (δ1
∗ − δ2

∗ ) + δ1
∗|

−1,   при δ(τ) < −δ1
∗                        .

  (8) 

где δ1
∗  – заданная величина зоны нечувствительности кон-

тура (записана в памяти МРК); δ2
∗  – заданная зона гистере-

зиса функции переключения контура, хранящаяся в памяти 

МРК. 

Полученные динамические настройки могут корректи-

роваться в процессе эксплуатации МРК в режиме 

"НАСТРОЙКА" при изменении технологических условий 

работы МРК. 

В процессе наладки энергосберегающий цифровой си-

стемы управления тепловым режимом 100-тонной нагрева-

тельной печи №2 толкательного типа широкополосного 

стана горячей прокатки 2500 в качестве локального уровня 

управления использована рассмотренная методика адапта-

ции МРК к процессу нагрева, что значительно упростило и 

ускорило технологическую наладку системы [10]. 

В результате опытно-промышленной системы автома-

тического управления тепловым режимом на печи №2 

стана 2500 получено снижение удельного количества при-

родного газа на 2% при одновременном увеличении темпе-

ратуры раската полосы на на 4 оС и снижении затрат 
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электроэнергии при  прокатке каждой 20-тонной непре-

рывно литой заготовки на 0,02 МВт. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Свободно программируемые МРК способны самостоя-

тельно в диалоговом режиме обеспечить адаптацию всех 

используемых локальных контуров управления на локаль-

ном уровне. 

Предлагаемые в работе операции все реализованы и 

апробированы в реальных условиях промышленного про-

изводства. 

Использование методики адаптации позволяет значи-

тельно повысить производительность наладочных работ в 

2-3 раза, одновременно повышая квалификацию операто-

ров наладчиков по технологическим вопросам 
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SOFTWARE IMPLEMENTATION OF DIGITAL ADAPTIVE STABILIZING LOCAL CONTROL 

CIRCUITS IN CENTRALIZED APCS  

 

B.N. Parsunkin, S.M. Andreev, A.R. Bondareva 

Nosov Magnitogorsk State Technical University, Magnitogorsk, Russia 
 

Abstract. A general solution to the current problem of software synthesis of adaptive digital stabilizing circuits for controlling 

technological parameters in energy-saving centralized automated process control systems was proposed. 

The software adaptation problem of the microprocessor regulatory controller (MRC) is solved in the interactive mode by performing 

three functions: "calibration", "setting", "control". 

This allows to programmatically create compact, high-speed, object-oriented systems of the local (lower) control level in centralized 

APCS with minimal costs. 

The practical use of such an automatic adaptive system for energy-saving control of the thermal regime of the heating method 

furnace allowed, while reducing the specific fuel consumption by 2%, to increase the average rolling temperature of the billet after 

the roughing group by 4 °C, while reducing the average energy spent during rolling of each 20-ton continuous billet by 0.02 MW. 

Keywords: adaptation, stabilizing circuit, automatic control, dialog mode, adaptation functions, testing effect, Walsh function 
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Аннотация.  В загородном доме, расположенный в п. Кассельский Челябинской области, отсутствует теплый пол, регулирование 

температуры воздуха происходит вручную с помощью выносного пульта газового котла или открывания форточек. Исходя из этих 

факторов, появилась необходимость создания системы управления микроклиматом, которая будет регулировать температуру воздуха 

с минимальными затратами ресурсов. Потребность в управлении системой отопления возникла из-за частого отсутствия жильцов до-

ма, работы системы отопления в холостую, невозможности дистанционного контроля параметров. Цель работы - разработать систему 

управления для стабилизации температуры жилых помещений. Принцип работы системы: когда заканчивается тепловая энергия в 

доме, т.е. в доме становится холодно, регуляторы подают сигналы на сервоприводы, сервоприводы в свою очередь открывают клапа-

ны, подавая теплоноситель в радиаторы, нагревая комнаты. Если температура не растет или растет не быстро, а регуляторы полностью 

открыли клапаны, то ПЛК необходимо увеличить уставку задания температуры обратной воды. Аналогично происходит и в обратную 

сторону процесса. В ходе работы разработана математическая модель автоматизированной системы управления микроклиматом в 

частном доме. Рассчитаны коэффициенты воздействия соседних комнат через внутренние перегородки, а также воздействие темпера-

туры окружающей среды через внешние перегородки. Также для данной системы была разработана структурная схема. 

Ключевые слова: микроклимат дома, управление микроклиматом, частный дом, энергосбережение, энергоресурсы, отопление, тем-

пература. 

 

ВВЕДЕНИЕ© 
На сегодняшний день одним из перспективных сег-

ментов рынка недвижимости являются индивидуальные 
загородные дома. Данный сегмент рынка стал популярен 
благодаря смене приоритетов жителей городов, которые 
все больше стали задумываться о своем здоровье, приоб-
ретая дома в поселках, где есть все комфортные условия 
для проживания и свежий воздух. 

Одним из параметров комфортных условий для жизни 
в поселке является возможность индивидуального регули-
рования параметров микроклимата при минимальном по-
треблении энергетических ресурсов. В целях повышения 
энергосбережения, обеспечения безопасности и комфорта 
для каждого члена семьи в жилых помещениях часто ис-
пользуют средства автоматизации. Обычно в системах 
автоматического управления микроклиматом имеется ин-
дикация параметров, интерфейс пользователя в виде не-
большого графического дисплея и функциональной кла-
виатуры, исполнительные механизмы регулирования. 
Также бывает необходимо дистанционно отслеживать 
параметры или управлять устройством дистанционно[1]. 

Система автоматического управления микроклиматом 
(климат-контроль) позволяет дистанционно управлять 
отоплением дома, кондиционированием, вентиляцией и 
теплым полом в зависимости от режимов работы, а также 
от климатических зон дома.  Использование системы кли-
мат-контроль позволяет: централизованно управлять си-
стемами дома, автоматически поддерживать заданные 
параметры микроклимата, экономить потребление энерге-
тических ресурсов[2].  
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В загородном доме, расположенный в п. Кассельский 

Челябинской области, отсутствует теплый пол, регулиро-

вание температуры воздуха происходит вручную с помо-

щью выносного пульта газового котла или открывания 

форточек. Исходя из этих факторов, появилась необходи-

мость создания системы управления микроклиматом, ко-

торая будет регулировать температуру воздуха с мини-

мальными затратами ресурсов. Потребность в управлении 

системой отопления возникла из-за частого отсутствия 

жильцов дома, работы системы отопления в холостую, 

невозможности дистанционного контроля параметров.  

МЕТОДЫ ИСЛЕДОВАНИЯ 

В работе необходимо провести исследования с исполь-

зованием методов: математического анализа и вычисли-

тельной математики при расчёте коэффициентов воздей-

ствий соседних комнат; математической статистики для 

обработки экспериментальных данных; математического 

моделирования для исследования системы. 

ОПИСАНИЕ ТИПОВОГО ЗАГОРОДНОГО ДОМА 
Автоматизированная система управления микроклима-

том представляет собой систему, предназначенную для 
поддержания заданных климатических характеристик в 
жилом доме с помощью управления вентиляцией, конди-
ционированием воздуха и отоплением в автоматическом 
режиме. 

Использование системы управления микроклиматом 
обусловлено следующими факторами: 

• значительное влияние на здоровье человека; 
• минимизация потребления энергоресурсов; 
• возможность создания климатических зон в помеще-

ниях дома; 
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• разнообразие климатических режимов; 
• дистанционный контроль за выполнением заданных 

параметров. 
К минусам данной системы можно отнести: 
• непростая и трудозатратная процедура монтажа 

оборудования; 
• высокая стоимость. 
Исходя из перечисленных достоинств и недостатков 

было принято решение создать автоматизированную си-
стему управления микроклиматом в собственном загород-
ном доме (коттедже), расположенный в п. Кассельский 
Челябинской области.  

Одноэтажный дом площадью 80 м2 имеет 8 жилых по-

мещений. Высота потолков 2,9 м. Наружные стены и фун-

дамент выполнены из шлакоблока, внутренние стены вы-

ложены из кирпича. Каркас крыши сделан из бруса и до-

сок, в качестве кровельного материала использована ко-

ричневая металлочерепица – разновидность профилиро-

ванного листа из тонколистовой оцинкованной стали.  

Наружная отделка здания выполнена долговечным мате-

риалом металлическим сайдингом, под которым распола-

гается теплоизоляционный материал стекловата. Стекло-

вата – разновидность минеральной ваты, сделанная при 

помощи излишков стекольной промышленности. Погло-

щение воды такое же, как и у минеральных волокон, пока-

затели теплопроводности немного выше, материал не го-

рит, плотность до 30 кг/м3. План дома с существующей 

системой отопления показана на рис. 1. 

Остекление в коттедже выполнено с помощью пласти-

ковых окон. Пластиковые окна в коттедже – это экономи-

чески выгодный вариант остекления, а также долговечный 

и экологически безопасный материал, обладающий высо-

кими показателями по шумо- и теплоизоляции. Всего в 

доме шесть больших окон размером 1,2×1,3 м и три ма-

леньких размером 0,6×1,3 м. Входная дверь выполнена из 

металла, обладающая рядом неоспоримых преимуществ: 

простота эксплуатации, высокий уровень безопасности, 

влагостойкость и пожаробезопасность. Межкомнатные 

двери изготовлены из МДФ. Мелкодисперсионная фрак-

ция (МДФ) имеет плотность и вес, большие, чем у нату-

ральной древесины, материал отличается огнеупорностью, 

шумо- и теплоизоляцией, устойчив к механическим воз-

действиям. 

Большая часть внутренних стен дома покрыта обоями, 

на кухне выложен фартук из плитки, стены и пол санузла 

и котельной покрыты керамической плиткой. Пол в при-

хожей, холле, гостиной выстлан ламинатом, в кухне лино-

леумом, в спальнях ковролином. 

Отопительная система коттеджа водяная однотрубная. 

Водяная система отопления основана на теплообмене 

между теплоносителем, который циркулирует по контуру, 

и воздухом обогреваемого помещения. Принцип действия 

горизонтальной однотрубной системы заключается в сле-

дующем: теплоноситель циркулирует в магистральной 

трубе, образующей собой замкнутый контур, который 

начинается и заканчивается в теплогенераторе. Маги-

стральные трубы выполнены из полимерного материала. 

Они не подвержены коррозии, бесшумны, без проблем 

переносят мороз. Также установлены дюралевые секци-

онные радиаторы. Радиаторы соединены между собой «по 

диагонали». Схема соединения «по диагонали» однотруб-

ной системы отопления показана на рис. 2. 

 
Рис. 1. План дома с существующей системой отопления 

 

 
Рис. 2. Схема соединения радиаторов «по диагонали» 

однотрубной системы отопления 

 

Собственная система отопления в частном доме 

намного предпочтительнее, чем подключение к централь-

ному отоплению. Исчезает зависимость от поставщиков, 

роста тарифов, изношенных сетей и прочих проблем. 

Установка собственного котла требует определенных пер-

воначальных вложений, которые впоследствии окупаются 

заметной экономией на обогреве дома. Существуют каче-

ственные и относительно недорогие газовые устройства, 

обеспечивающие отопление и подачу горячей воды для 

бытовых нужд. Одним из подобных устройств является 

двухконтурный котел Navien Ace [3]. 

Наличие в доме газовых приборов предъявляет повы-

шенные требования к обустройству циркуляции в поме-

щениях. Нарушение тяги может стать причиной отравле-

ния продуктами сгорания. Площадь частного дома 80 м2, 

поэтому для нормальной работы автономного отопления 

вполне достаточно естественной тяги. Для котла мощно-

стью до 30 кВт необходимо иметь продушину диаметром 

в 15 см согласно СНиП 2.04.05–91[4]. Вентиляционный 

канал оснащен пластиковым патрубком и снаружи закрыт 

металлической сеткой, закрывающей доступ грызунам и 

препятствующей попаданию мусора. Верхний край вы-

тяжной трубы закрыт «зонтиком», защищающим вытяж-

ной канал от атмосферных осадков. С внутренней сторо-

ны на трубе установлен обратный клапан, который пре-

пятствует произвольному выходу воздуха наружу. Вы-

тяжка установлена непосредственно над отопительным 

котлом, тогда как воздуховод смонтирован за топливной 

камерой. На кухне и санузле установлены вентиляцион-

ные решетки. 
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ГИДРАВЛИЧЕСКАЯ СХЕМА ОТОПЛЕНИЯ 
Гидравлическая схема отопления загородного дома 

показывает основную магистраль (трубопровод) с распо-
ложением радиаторов в каждой комнате, количество сек-
ций радиаторов, устройства для регулирования потока 
теплоносителя – двухходовый клапан и сервопривод, га-
зовый котел. Отопительная система коттеджа однотруб-
ная. Вода циркулирует в магистральной трубе и радиато-
рах, образующей собой замкнутый контур, который начи-
нается и заканчивается в газовом котле. Перед входом в 
радиаторы установлены двухходовые клапаны с серво-
приводами. Клапан может повысить температуру радиа-
тора, открыв вентиль, или понизить, перекрыв поток горя-
чей воды. Гидравлическая схема отопления представлена 
на рис. 3. 

 
Рис. 3. Гидравлическая схема отопления 

ОБЩАЯ СТРУКТУРНАЯ СХЕМА АВТОМАТИЗИРОВАННОЙ 

СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ПАРАМЕТРАМИ МИКРОКЛИМАТА 

ЧАСТНОГО ДОМА  

Количество энергии, затраченное на отопление дома, 

напрямую зависит от тепловых потерь здания: чем больше 

тепла уходит впустую, тем большей мощности требует 

система отопления. Тепло в частном доме утекает через 

окна и входные двери, стены и плиты перекрытия, фунда-

мент, крышу. Помимо этого, существуют неучтенные по-

тери тепла, возникающие из-за не герметичности кон-

струкции здания: наличия трещин и зазоров, отверстий 

для подведения коммуникаций, - так называемые мостики 

холода[5]. Жителям многоквартирных домов повезло 

больше – со всех сторон соседи, поэтому основные теп-

лопотери идут через окна и выходящие на улицу стены. 

Среднестатистические тепловые потери частного и мно-

гоквартирных домов представлены на рис. 4. 

В частном доме п.Кассельский восемь комнат, каждая 

из восьми комнат воздействует на другую переносом теп-

ла. Воздействие температур жилых помещений представ-

лено на рис. 5. 

 

Рис. 4. Среднестатистические тепловые потери частно-

го и многоквартирных домов 

 
Рис. 5. Воздействие температур жилых помещений 

 
Для поддержания параметров микроклимата в каждой 

комнате частного дома используются сервоприводы с 
двухходовыми клапанами, датчики температуры, регуля-
торы.  В комнатах располагаются датчики температуры, 
которые передают данные регуляторам по протоколу 1-
Wire. Нормально открытый сервопривод ИМ принимает 
сигнал от регулятора и закрывает клапан, когда, нагрев 
произошел до нужной температуры. Для взаимодействия с 
системой управления и задания ее параметров использу-
ется панель оператора и мобильный телефон по GSM мо-
дулю (когда жильцы находятся вне дома). Отслеживание 
состояния системы управления климат-контролем осу-
ществляется также с помощью панели оператора и мо-
бильного телефона[6].  

Контроллер и пульт управления предназначены для 

управления работой сервоприводов, регулирования и кон-

троля показателей. Мобильный телефон предназначен для 

получения информации о системе, выбора режима, зада-

ния параметров. 

Структурная схема автоматизированной системы 

управления параметрами микроклимата частного дома 

представлена на рис. 6. 
В замкнутой однотрубной системе отопления цирку-

лирует вода, которая начинает и заканчивает свое движе-
ние в газовом котле, поступает в радиаторы, отдавая тепло 
комнатам q1…q10. На каждую комнату воздействуют со-
седние комнаты с коэффициентами К12…К87, также, как 
и сама комната воздействует на другие.  

Когда заканчивается тепловая энергия в доме, т.е. в 
доме становится холодно, регуляторы 1-10 подают сигна-
лы на сервоприводы, сервоприводы в свою очередь от-
крывают клапаны, подавая теплоноситель в радиаторы, 
нагревая комнаты. Если температура не растет или растет 
не быстро, а регуляторы полностью открыли клапаны, то 
ПЛК необходимо увеличить уставку задания температуры 
обратной воды. Аналогично происходит и в обратную 
сторону процесса. 

Если в комнатах становится жарко, регуляторы 1-10 

подают сигналы на сервоприводы, сервоприводы в свою 

очередь закрывают клапаны, прекращая подачу теплоно-

сителя в радиаторы, температура в комнатах понижается. 

Если температура не понижается или снижается медлен-

но, а регуляторы полностью закрыли клапаны, то ПЛК 

автоматически уменьшает уставку задания температуры 

обратной воды.
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Рис. 6. Структурная схема автоматизированной системы управления микроклиматом в загородном доме 

 

 

Для расчета коэффициентов воздействий температур 

соседних комнат через межкомнатные перегородки необ-

ходимо найти объем каждого жилого помещения V, рас-

считать количество тепла Q, выделяемого радиаторами в 

каждой комнате. Теплоотдача одной секции радиатора 

180Вт, высота потолка 2,9 м. Количество тепловой энер-

гии К, затрачиваемое на обогрев одного куба помещения: 
К=Q/V=(N∙180)/V    

где К – количество тепловой энергии, затрачиваемое на 
обогрев одного куба комнаты, (Вт/м3); V – объем комнаты, 
(м3); N – количество секций радиаторов; Q – количество 
тепла, выделяемое радиаторами комнаты, (Вт). 

В табл. 1 представлен расчет количества тепловой 

энергии, затрачиваемое на обогрев одного куба каждой 

комнаты. 

Таблица 1 

Расчет количества тепловой энергии, затрачиваемое на 

обогрев одного куба каждой комнаты 
№ 

комн. 

Ширин, 

м 

Длина, 

м 
V,  N Q, 

Вт 

К, 

Вт/  

1 2,85 3,4 3,4 6 1080 38,43 

2 1,85 2,85 2,85 4 720 47,09 

3 1,6 2,85 2,85 4 720 54,45 

4 3,45 2,85 2,85 6 1080 37,88 

5 3,45 2,85 2,85 8 1440 50,50 

6 2,85 5,3 5,3 6 1080 24,66 

7 2,85 2,92 2,92 6 1080 44,75 

8 2,85 5,77 5,77 18 3240 67,94 
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Коэффициенты теплопотерь через внутренние перего-

родки рассчитываются исходя из отношения количества 

тепловой энергии К, затрачиваемое на обогрев соседней 

комнаты, на количество тепловой энергии К рассчитывае-

мой комнаты. 

Таблица 2 

Коэффициенты теплопотерь через внутренние 

перегородки 
№ 

комн. 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 - 1,23 - - - 0,64 - 1,77 

2 0,82 - 1,16 0,8 - - - - 

3 - 0,86 - 0,7 - - - - 

4 - 1,24 1,44 - 1,33 0,65 - - 

5 - - - 0,75 - 0,49 - - 

6 1,56 - - 1,54 2,05 - 1,82 2,76 

7 - - - - - 0,55 - 2,76 

8 0,57 - - - - 0,36 0,66 - 

 

Для расчета коэффициентов теплопотерь через внеш-

ние ограждающие конструкции необходимо принять всю 

площадь внешних стен за 1, пропорционально площади 

стен рассчитать коэффициенты теплопотерь. Коэффици-

енты теплопотерь через внешние ограждающие конструк-

ции представлены в табл. 3. 

Таблица 3 

Коэффициенты теплопотерь через внешние ограждающие 

конструкции 
№ 

комн. 

Ширина, 

м 

Длина, 

м 

Площадь 

внешних 

стен, м2 

Коэффициент 

1 2,85 3,4 8,27 0,08 

2 1,85 2,85 5,37 0,05 

3 1,6 2,85 12,91 0,12 

4 3,45 2,85 8,27 0,08 

5 3,45 2,85 23,64 0,22 

6 2,85 5,3 8,27 0,08 

7 2,85 2,92 16,73 0,15 

8 2,85 5,77 25,00 0,23 

   108,4 1,00 

Рассмотрим оптимальные и допустимые нормы темпе-

ратуры, относительной влажности и скорости движения 

воздуха в обслуживаемой зоне помещений жилых зданий 

и общежитий по ГОСТ 30494-2011 [7] для определения 

требуемой температуры каждой комнаты. Определим сиг-

налы задания для каждой комнаты Тз1… Тз8 (требуемая 

температура комнаты). В табл. 4 представлены сигналы 

задания (требуемые температуры комнат). 

Таблица 4 

Сигналы задания (требуемые температуры комнат) 
№ комна-

ты 

Наименование 

помещения 

Сигнал 

задания 

Требуемая темпера-

тура, °С 

1 Кухня Тз1 21 

2 Совмещенный 
санузел 

Тз2 23 

3 Котельная Тз3 18 

4 Прихожая Тз4 20 

5 Спальня 1 Тз5 23 

6 Холл Тз6 20 

7 Спальня 2 Тз7 23 

8 Зал Тз8 21 

 

На вход контура регулирования температурой комнаты 

подается значение требуемой температуры в комнате Тз, 

сигнал поступает на элемент сравнения ЭС1, откуда вы-

читается сигнал Т5, который сравнивает коэффициент теп-

лопотерь через внешние ограждающие конструкции К4 и 

температуру в комнате Т4: 

 
Далее сигнал проходит через ПИД-регулятор, поступа-

ет на элемент сравнения ЭС2, где суммируются коэффи-

циенты воздействий К1, К2, К3 соседних комнат: 

 
После элемента сравнения ЭС2 сигнал поступает на 

апериодическое (инерционное) звено первого поряд-

ка [8,9]: 

, 

где Т – постоянная времени звена, k – коэффициент пере-

дачи (усиления) звена. Данные коэффициенты не рассчи-

тываются, подбираются исходя из площади комнаты. 

Модель контура регулирования температурой комнаты 

показана на рис. 7 [10]. Модель идентична для каждой 

комнаты. Модель контура регулирования температурой 

жилых помещений показана на рис. 8. 

 
Рис. 7. Модель контура регулирования температурой 

комнаты 
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Рис.8. Модель контура регулирования температурой жилых помещений 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ (ВЫВОДЫ) 
В результате выполнения научной работы была иссле-

дована и разработана автоматизированная система управ-
ления параметрами микроклиматом в частном доме. Изу-
чен объект управления (частный дом), его систему отоп-
ления, основные характеристики. Рассмотрены тепловые 
потери частного и многоквартирного домов. Данная си-
стема осуществляет автоматизированное управление тем-
пературой воздуха с учетом взаимовлияния температур 
соседних комнат, обеспечивает контроль температуры 
воздуха с помощью сервоприводов с клапанами по темпе-
ратуре обратной воды, расход газа. 

Разработана математическая модель автоматизирован-
ной системы управления микроклиматом в частном доме. 
Рассчитаны коэффициенты воздействия соседних комнат 
через внутренние перегородки, а также воздействие тем-
пературы окружающей среды через внешние перегородки. 

Также для данной системы была разработана струк-

турная схема. 
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AUTOMATED CONTROL SYSTEM OF MICROCLIMATE PARAMETERS OF THE 

PRIVATE HOUSE 

 

O.L. Yudina 

Nosov Magnitogorsk State Technical University, Magnitogorsk, Russia 
 

Abstract. In a country house located in the village of Kasselsky, Chelyabinsk region, there is no warm floor, the air temperature 

is controlled manually using the remote control of the gas boiler or opening the vents. Based on these factors, it became necessary 

to create a microclimate control system that would regulate the air temperature with a minimum cost of resources. The need to 

control the heating system arose due to the frequent absence of residents of the house, the operation of the heating system at idle, 

the impossibility of remote control of parameters. The purpose of the work is to develop a control system for stabilizing the tem-

perature of living quarters. The principle of the system: when the heat energy in the house runs out, i.e. it becomes cold in the 

house, the regulators send signals to the servos, the servos, in turn, open the valves, supplying the coolant to the radiators, heating 

the rooms. If the temperature does not rise or does not rise quickly, and the regulators have fully opened the valves, then the PLC 

needs to increase the return water temperature setpoint. Similarly, it happens in the opposite direction of the process. In the course 

of the work, a mathematical model of an automated micro-climate control system in a private house was developed. The coeffi-

cients of the effect of neighboring rooms through internal partitions, as well as the effect of ambient temperature through external 

partitions, have been calculated. A block diagram was also developed for this system.  

Keywords: home microclimate, microclimate control, private house, energy saving, energy resources, heating, temperature.  
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